2 Antroji paskaita. PAPRASCIAUSIOS DIFEREN-
CIALINES LYGTYS IR JU SPRENDIMO METO-
DAI

gioje paskaitoje nagrinéjami klausimai:
1. Lygtys, kuriose kintamieji atskirti.
2. Lygtys, suvedamos ] lygtis su atskiriamaisiais kintamaisiais.
3. Homogeninés funkcijos savoka.

4. Homogenineés diferencialinés lygtys ir jy sprendimas.

2.1 Lygtys, kuriose kintamuosius galima atskirti

2.1 Apibrézimas. Normalioji diferencialiné lygtis, turinti pavidala

Y= f@)gly) (2.1

vadinama diferencialine lygtimi su atsiskirianc¢iais kintamaisiais.
Kintamuyjy atskyrima galima apibudinti dvejopai, bet rezultatai bus tie patys.
e (2.1) lygtj dalijame i3 funkcijos g(y) (tariame, kad g(y) # 0):

1 dy .
@@—f()

ir abi gautosios lygybés puses integruojame pagal x:

/ﬁj—idmz/ﬂx)dw.

d
Prisiminkime, kad y = y(x), o d—ydx = dy. Tuomet gauname integraline lygybe:
x

/% :/f(x)dx, (2.2)

kurios kair¢je ir deSinéje pusese yra atskirti kintamieji y ir z. Integruodami gauname

/%:/f(x)dx—i-a

Tai yra sarySis, siejantis funkcija, laisvaji kintamajj ir bet kuria konstanta, t. y.
(2.1) diferencialinés lygties bendrasis integralas.



d
e laikydami, kad g(y) #Z 0, o j funkcijos i8vestine zvelgdami kaip j santykj d—y, pagal
T

proporcijos taisykle pertvarkome (2.1) lygtj taip, kad vienoje lygybés puséje buty
tik dy ir funkcija g(y), kitoje — dz ir funkcija f(z):

dy— xTr)axr
oy =

Si lygtis yra su atskirtaisiais kintamaisiais. Integruodami pastaraja lygybe, gauname

(2.2) integraline lygybe ir bendrajj sprendinj.

Vieng i$ atskiry tokio tipo lygties atveju (kai g(y) = 1) jau esame aptare ankstesniame
skyriuje. Analogiskai nagrinéjamas ir atvejis, kai funkcija f(x) = 1. Siuo atveju, diferen-
cialiné lygtis pertvarkoma j tokia integraline lygtj:

Jo o

Galima paminéti ir tokj atvejj, kai f(x)g(y) = k, ¢ia k — konstanta. Tokiu atveju, dife-
rencialiné lygtis pakei¢iama jai ekvivalencia integraline lygtimi:

/dy:k/dx.

Apibendrindami auks¢iau iSdéstyta medziaga, galime pastebéti, kad kintamyjy atskyrimas
sékmingai taikomas ir diferencialinéms lygtims, turinfioms tokia iSraiska (skaitytojui
siulome tuo jsitikinti savarankigkai):

J1(2)g2(y)dx + fo(z)gr(y)dy = 0.
arba
M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0.

Pastaroji lygtis vadinama pirmosios eilés diferencialinés lygties simetriniu pavidalu. Lygties
simetrinis pavidalas nesunkiai gali buti pakeistas normaliuoju pavidalu. Tare, kad N(z,y) #
0, lygti perraSome taip:

dy _ M(z,y)
dx N(z,y)
S, M (z, : L - :
Pazyméje f(x,y) = —m, gauname jau aptarta normaliaja diferencialine lygtj
dy

2.2 Homogeninés diferencialinés lygtys

Pries susipazindami su homogeninémis diferencialinémis lygtimis, prisiminsime ho-
mogenineés funkcijos savoka.

2.2 Apibrézimas. Funkcija f(z,y) vadinama homogenine n-tojo laipsnio funkcija, jei su
visais x ir y galioja lygybe
[tz ty) = 1" f(z,y), (2.3)

¢ia t — parametras.



1
Tada akivaizdu, jei funkcija f(z,y) — homogeniné, tai, fiksuodami ¢ = —, gauname,
x
kad

(L) = sy,

x
o0 i§ pastarosios lygybes:

flay) =a"f (L),

Vadinasi, n-tojo laipsnio homogenine funkcija galime pertvarkyti taip:

flz,y) =a"F (%) , (2.4)

wr(9)=1(12).

2.3 Apibrézimas. (1.3) diferenciané lygtis vadinama homogenine, jei jos deSinés pusés
funkcija yra nulinio laipsnio homogeniné funkcija.

Remiantis (2.4) papras¢iausig homogenine diferencialine lygtj galima uzrasyti taip:

j—z —F (g) . (2.5)

T

(2.5) homogeniné lygtis gali buti sprendZiama naudojant keitinj
Y

pr— —’ 2.6

2=t (2.6

¢ia z = z(x).
Isitikinsime Sio keitinio tinkamumu.
I3 (2.6) lygybés turime, kad

y=zx, o y =7+ =z
Gautas i8raiskas jrase j (2.5) diferencialine lygtj, gauname:
Zr+z=F(z).

Sios lygties kintamuosius galima atskirti. Atskirdami kintamuosius gauname:
/ dz  [dx
Flz)—z ) x’

O(z)=In|z|+C,

IS ¢ia turime

1
¢ia ®(z) yra funkcijos ———— pirmyksté funkcija, o C' — bet kuri konstanta. Laisvaja
—z

F(z
konstanta C' pakeiskime l(n)| C'|. Tokj pakeitima naudojame tais atvejais, kai bendrajam
integralui, kurio iSraiskoje yra logaritmai, norime suteikti paprastesnj pavidalg. Kadangi
In|C |, kai C' # 0, gali jgyti bet kuria realiaja reikSme, tai toks pakeitimas leistinas.
Tuomet pakeite konstanta ir vietoj z jrase Y gausime bendrajj (2.5) diferencialinés
lygties integrala v
<I><Q> =ln|Cz|.
x



