3 Trecioji paskaita. LYGTYS, SUVEDAMOS I HO-
MOGENINES DL. PILNUJU DIFERENCIALU LY G-
TYS

éioje paskaitoje nagrinéjami klausimai:
1. Bendresnis homogeninés DL pavidalas.
2. Tiesinés trupmenineés lygtys ir jy sprendimas.
3. Kitos lygtys, kurios gali buti pertvarkytos i homogenines DL.
4. Pilnojo diferencialo savoka ir savybes.
5. Pilnyjy diferencialy lygtys ir jy sprendimas.

3.1 Bendresnis homogeninés DL pavidalas.Tiesinés trupmeninés lygtys ir jy
sprendimas

I (2.5) pavidala pertvarkomos (skaitytojui siulome jsitikinti savarankiskai) ir bendresnés
iSraiskos diferencialinés lygtys

f(x,y)dx + g(z,y)dy = 0,

kuriy funkcijos f(z,y) ir g(x,y) yra to paties laipsnio homogeninés funkcijos. Tokios
lygtys taip pat vadinamos pirmosios eilés homogeninémis diferencialinémis lygtimis, o
joms spresti gali buti taikomas (2.6) keitinys.

Naudodami ta patj keitinj galime spresti ir dar vieng diferencialiniy lygc¢iy grupe —
vadinamasias tiesines trupmenines diferencialines lygtis:

dy  ar+by+c
dr @z +bhy+c’

(3.1)

¢ia a, b, ¢, ay, by, c; — zinomos konstantos.

(3.1) diferencialines lygtis aptarkime placiau.

Tuo atveju, kai konstantos ¢ = ¢; = 0, turime jau nagrinéta homogenine lygtj. Kai ¢ #
0 arba ¢; # 0, (3.1) diferencialiné lygtis gali buti pertvarkyta j homogenine diferencialine

lygti keitiniu:

= k,

r=et (3.2)
y=n+l1,

¢ia k ir [ — konstantos, kurios nustatomos sprendimo eigoje. Diferencijuojame keitinj ir

gautus diferencialus dz = d¢, dy = dn bei (3.2) israiskas jraSome j (3.1) diferencialine

lygti:
dn _  af+bn+ak+bl+c

df N &1§+b177+a1/{3+b1l+01‘
Pastaroji lygtis bus homogeniné, jei konstantas k ir [ parinksime taip, kad buty teisingos
lygybes:

{ak+bl+c=0, (3.3)

a1k+b1l+01 = 0.



Taigi nezinomas keitinio konstantas k ir [ nustatome i$ (3.3) tiesiniy lyg¢iy sistemos. I§
tiesinés algebros kurso zinome, kad tiesiniy lygc¢iy sistemos sprendiniy aibé priklauso nuo
koeficienty matricos determinanto.

e Tegu
a b

ar by

£ 0.

Tada nagrinéjama tiesiniy lygciy sistema turi vienintelj sprendinj — konstantos k ir
[ nustatomos vienareikdmiskai, o (3.1) diferencialiné lygtis kei¢iama jai ekvivalen¢ia
homogenine diferencialine lygtimi:

dn — al+bn
¢ a &+ b’
kuri sprendziama naudojant (2.6) keitinj (Siuo atveju z = Q), 0 ] gauta n ir &

priklausomybe jrasomos jy israiskos, gautos i§ (3.2) ir (3.3):

é-:l’—k,
n=y-—L
o Tegu
a b
a b = 0.

Tada Sio determinanto eilutés yra proporcingos, t. y.

e_b_1
aq N bl N )\7
o 1S ¢ia
a1 = al,
by = bA.

Gautas i8raiskas jrase j (3.1) diferencialine lygtj, turime:

@_ ar + by + ¢
dr  Max +by) +c;

(3.4)

Pazymékime v = ax + by. IS Sio keitinio iSspreskime y ir raskime jo iSvestine pagal

xZ: 1
y:E(U—CL[E),

dy 1 (dv
dr  b\dz )

Gautasias israiskas jrase j (3.4) diferencialine lygtj, turime lygtj

ldv «a v+c

bdr b M+ta

kurios kintamuosius galime atskirti.



Ka tik aptarti tiesiniy trupmeniniy diferencialiniy lyg¢iy sprendimo metodai pritaikomi
ir tais atvejais, kai deSinéje lygybés puséje yra kuri nors tiesinio trupmeninio reisSkinio
funkcija, t. y. visa medziaga tinka ir lygtims, turin¢ioms tokj pavidala:

dy ar + by +c
—~=F i
dx a1 x 4+ by + ¢y

3.1 Apibrézimas. Diferencialiné lygtis
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0 (3.5)
vadinama pilnyjy diferencialy lygtimi, jei reiskinys

P(z,y)dx + Q(x,y)dy

yra kurios nors funkcijos pilnasis diferencialas, t. y., jeigu
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = dF(z,y).

Turint pilnyjy diferencialy lygties apibrézima, nesunku pastebéti, kad, jeigu mums
pavyksta nustatyti funkcija F'(x,y), tai mes turime lygtj

dF(xz,y) =0,
kurios bendrasis integralas nustatomas lygybe

F(x,y)=C.
Kaip nustatoma funkcija F(z,y)? Priminkime i§ matematinés analizés kurso Zinoma
tvirtinima apie pilnuosius diferencialus [3].

3.1 Teorema. Reiskinys
P(z,y)dz + Q(z, y)dy

yra funkcijos F(x,y) pilnasis diferencialas, jei:

1) funkcijos P(x,y) ir Q(z,y) kartu su savo dalinémis isvestinémis 50 o U apibréztos
y  Ox
ir tolydzios kurioje nors vienajungéje plokstumos xOy srityje (tai sritis, kuriai prik-

lausancios uZdaros kreivés vidus taip pat priklauso sri¢iai),

2) wvisuose tos srities taskuose teisinga lygybé

or _ od
oy  Ox’

Remiantis Sia teorema nesunku sudaryti pilnyjy diferencialy lygties sprendimo plana:

oP
1. Patikriname, ar funkcijos P(z,y) ir Q(z,y) kartu su savo dalinémis igvestinémis 50

Y
— yra apibréztos ir tolydzios kurioje nors vienajungeéje plokstumos Oy srityje.

ox



2. I8siaiskiname, ar visuose tos srities taSkuose galioja lygybe:

or  oQ
oy Oz’
3. Jei tenkinami pirmieji du reikalavimai, tai pagal 3.1 teorema egzistuoja tokia funkcija
F(z,y), kuriai teisinga lygybé:

P(z,y)dr + Q(x,y)dy = dF (v, y).

4. Kadangi

oF OF
dF(x,y) = %dx + 6—ydy’

tai turi buti aF aF
“_p i .
e (z,y), 9 Q(z,y)

Toliau nagrinéjame vieng is Siy lygybiy pasirinktinai. IS lygybeés

g_i = P(z,y) (aa—]; = Q(x,y))

turime, kad

F(w,y)z/P(x,y)dx+¢(y) (F(af,y)z/Q(x,y)der?ﬂ(x)), (3.6)

¢ia ¢(y) — bet kuri kintamojo y funkcija (¢(z) — bet kuri kintamojo z funkcija).

5. Gautaja F'(z,y) iSraiska diferencijuojame pagal y (diferencijuojame pagal x)

2—5 = a% </P(=’I7ay)dx+ fb(y)) @—Z = % (/Q(fﬂ,y)dw?ﬂ(ﬂf))) :

P
Funkcijos 6— @ yra tolydzios, tai
Oy \ Ox

?9—]; :/%Z’y)dawfb’(y) (g—f Z/%d@/ﬂtw’(@)-

Gautasias iSraiskas prilyginame funkcijai Q(z,y) (P(z,y)), t. y. gauname lygti nezi-
nomai funkcijai ¢(y) (¢ (x)) nustatyti:

Q(z,y) + ¢1(y) + ¢'(v) = Qz,y) (P(x,y) + psir(x) + (1)) .

6. Gauta funkcijos ¢(y) (¢(x)) iSraiska jrasome j (3.6) lygybe.

7. Gavome funkcija F'(z,y). Tada (3.5) diferencialinés lygties bendrasis integralas yra

F(z,y) =C.



