
14 Chaosas tolydºiosiose ir diskre£iosiose dinamin
esesistemose14.1 Chaosas tolydºiosiose dinamin
ese sistemose. Lorenco sistemos tyrimasPradºioje panagrin
ekime tolydºi¡j¡ dinamin¦ sistem¡, kurioje susiduriame su chaoso ele-mentais. Tai � 1963 m. sudaryta Lorenco sistema, atspindinti supaprastint¡ konvekcijosmodeli�. Tos pa£ios lygtys gali b	uti taikomos ir lazeriu� modeliavimui. Nagrin
ekimemin
et¡j¡ Lorenco sistem¡:










x′ = σ(y − x),

y′ = rx− y − xz,

z′ = xy − bz,

σ > 0, r > 0, b > 0.I² paºi	uros tokia paprasta sistema i² tikru�ju� modeliuoja i�domu� proces¡. �ios sistemossprendiniai reguliariai osciliuoja ir niekada negri�ºta i� t¡ pati� ta²k¡, ta£iau vis¡ laik¡ i²liekatam tikroje fazin
es erdv
es srityje. Taip nutinka d
el to, kad ²i sistema yra veikiama stiprausatraktoriaus (v
eliau grieºtai apibr
e²ime ²i¡ s¡vok¡), kuris n
era nagrin
ejamos sistemosramyb
es ta²kas ar ribinis ciklas. �io modelio atraktorius yra fraktalas, kurio fraktalin
edimensija yra nustatyta skaitiniais eksperimentais ir yra lygi 2,05. Siekdami suprasti toki�atraktoriu� atliksime dinamin
es sistemos analiz¦. Nustatome Lorenco sistemos ramyb
esta²kus:
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b(r − 1), r − 1).Atlik¦ Lorenco sistemos linearizacij¡ (atmesdami netiesiniu� nariu� i�tak¡)










x′ = σ(y − x),

y′ = rx− y,

z′ = −bzpatebime, kad paskutin
e sistemos lygtis rodo tai, kad sprendinio komponent
e z(t) → 0eksponentiniu grei£iu. Tuomet likusioms dviems kryptims turime toki¡ sistem¡:
{

x′ = σ(y − x),

y′ = rx− y,kurios p
edsakas τ = −σ − 1 < 0, o determinanatas ∆ = σ(1 − r). Tokiu b	udu, kai
r > 1, tai ∆ < 0 ir turime, kad ramyb
es ta²kas (0, 0, 0) yra balnas. Kai r < 1, tairamyb
es ta²kas (0, 0, 0) yra stabilusis mazgas (D > 0). Tod
el, kai r < 1, tai b
egantlaikui visos trajektorijos pasieks ramyb
es ta²k¡ (0, 0, 0). �iuo atveju ta²kas (0, 0, 0) yraglobaliai stabilus ir dinamin
eje sistemoje, kai r < 1, neatsiras jokiu� ribiniu� ciklu� ar chaosoelementu�.Kai r > 1, tai greta balno ta²ko (0, 0, 0) turime dar du ramyb
es ta²kus C+, C−. �iu�ta²ku� stabilumui tirti sudarome pradin
es dinamin
es sistemos �ordano matric¡
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kurios tikrin
es reik²m
es yra lygties
λ3 + (σ + 1 + b)λ2 + (σ + r)bλ+ 2bσ(r − 1) = 0sprendiniai.Kaip jau ºinome, ramyb
es ta²ku� stabilumo pasikeitimo prieºastimi yra tikriniu� reik²miu��per
ejimas� i² kairiosios pusplok²tum
es i� de²ini¡j¡, t. y. Reλ ºenklo pasikeitimas, tod
elie²kodami tikriniu� reik²miu�, turin£iu� pavidal¡ ±ωi, surandame kritin¦ dinamin
es sistemosparametro reik²m¦

rkrit =
σ(σ + 3 + b)

σ − 1− b
, σ − 1− b > 0.Dabar galime tvirtinti, kad tuo atveju, kai r > 1, bet r < rkrit, tai ramyb
es ta²kai C+ir C− yra stablieji, apgaubti vadinamuoju balno ciklu, kuris, kai r → rkrit, traukiasi.Kai r = rkrit, tai sistemoje stebime Hopfo bifurkacij¡, o kai r tampa didesnis uº rkrit,tai Lorenco sistemos elgsen¡ sunku numatyti, ta£iau trajektorijos n
era nukreipiamos i�begalyb¦. Jud
ejimas vyksta atraktoriuje. Toks jud
ejimas yra labai jautrus pradin
emss¡lygoms. Trajektorijos, pradiniu laiko momentu buv¦ labai arti viena kitos, b
egant laikuielgiasi labai skirtingai. Skaitiniais eksperimentais yra nustatyta, kad Lorenco sistemostrajektorijos i²siskiria eksponentiniu grei£iu

||δ(t)|| ∼ ||δ0||eλt,£ia δ0 � pradinis atstumas tarp trajektoriju�, o δ(t) � atstumas tarp trajektoriju� laikomomentu t, λ � Liapunovo eksponent
e. Skaitiniu� eksperimentu� metu nustatyta, kadLorenco sistemos Liapunovo eksponent
e yra λ = 0, 9. D
el tokio trajektoriju� i²siskyrimoir tegiamos Liapunovo eksponent
es i�takos egzistuoja tam tikras laiko horizontas, uº kuriojokios prognoz
es n
era i�manomos. Lorenco sistemos laiko horizontas yra
thoriz = τ

1

λ
ln

a

||δ0||
.Dabar suformuluosime, kas yra b	udinga chaosui, ir pateiksime grieºt¡ atraktoriausapibr
eºim¡.Grieºto chaoso apibr
eºimo n
era, ta£iau yra ai²ku, kas jam b	udinga:1) b
egant laikui trajektorijos neart
eja nei prie ramyb
es ta²ku�, nei prie periodiniu� orbitu�,2) dinamin
e sistema neturi atsitiktiniu� nariu�, o nereguliarus elgesys kyla tik i² netiesiniu�sistemos nariu�,3) sistema turi teigiam¡ Liapunovo eksponent¦.Atraktorius taip pat n
era lengvai apibr
eºiamas.14.1 Apibr
eºimas. Atraktoriumi vadinama uºdara aib
e A, turinti ²ias savybes:1) aib
e A yra invariantin
e,2) aib
e A pritraukia atvir¡ pradiniu� s¡lygu� aib¦,3) aib
e A yra minimali.Ar tam tikra aib
e yra atraktorius, nevisada lengva patikrinti. Pavyzdºiui, m	usu�pla£iau aptartas Lorenco atraktorius turi toki¡ savyb¦, kad visos trajektorijos yra pri-traukiamos tam tikros nenulinio t	urio aib
es, ta£iau n
era i�rodymo, kad ta aib
e tikrai yraatraktorius, ta£iau visi tiki, kad taip yra. Jis vadinamas keistu atraktoriumi. Min
etasisatraktorius labai jautriai reaguoja i� pradiniu� s¡lygu� pakeitimus.



14.2 Chaosas diskre£iosiose dinamin
ese sistemose. Vienma£iai atvaizdai�iose sistemose laikas yra diskretusis. Tokias sistemas jau esate nagrin
ej¦ kitu� studiju�programos dalyku� kursuose. Pla£iau aptarsime vienma£iu� atvaizdu� (diskre£iu�ju� dinaminiu�sistemu� sudarytu� i² vienos lygties dar kitaip vadinamu� skirtumin
emis lygtimis) savybesir analiz
es technikas.Nagrin
ekime vienmati� atvaizd¡
xn+1 = f(xn),£ia f(xn) yra tolydºioji funkcija, o xi ∈ R, f(xi) ∈ R.14.2 Apibr
eºimas. Ta²kas x∗, tenkinantis s¡lyg¡ f(x∗) = x∗, vadinamas ramyb
es ta²ku.Remiantis apibr
eºimu akivaizdu, kad, jei xn = x∗, tai ir xn+1 = f(x∗) = x∗, t. y.sprendinys pradedant x∗ vis¡ laik¡ toks ir i²lieka.Nor
edami tirti ramyb
es ta²ko stabilum¡, nagrin
ekime maº¡ ramyb
es ta²ko suºadinim¡,t. y. xn = ηn+x∗ ir steb
ekime, kas tada nutinka. Turime, kad xn+1 = f(ηn+x∗). Funkcij¡

f(ηn + x∗) skleiskime Teiloro eilute ta²ko x∗ aplinkoje:
f(ηn + x∗) = f(x∗) + f ′(x∗)ηn +O(η2

n
).Tuomet

xn+1 = x∗ + f ′(x∗)ηn +O(η2
n
)arba

xn+1 − x∗ = f ′(x∗)ηn +O(η2
n
).Paºymime ηn+1 = xn+1 − x∗ ir gauname

ηn+1 = f ′(x∗)ηn +O(η2
n
).Atsisak¦ antrosios eil
es nariu� nagrin
ejame skirtumin¦ lygti�

ηn+1 = f ′(x∗)ηn.Paºym
ej¦ f(x∗) = λ, sudarome sek¡ η0, η1 = λη0, η2 = λ2η0, ..., ηn = λnη0. Remdamiesiseku� ribu� teorija ºinome, kad ²i seka konverguoja, jei |λ| < 1. Tuomet ta²kas x∗ yravadinamas stabiliuoju. Jei |λ| > 1, tai sudarytoji seka diverguoja ir ta²kas x∗ yravadinamas nestabiliuoju. Kadangi ²i informacija apie stabilum¡ gaunama i² dinamin
essistemos linearizacijos, tai tuo atveju, kai |λ| = 1, i� tyrim¡ turime i�traukti ir funkcijosskleidinio antrosios eil
es narius. �iuo atveju min
eti nariai turi lemiam¡ i�tak¡.Jei funkcijos f(xn) reik²m
e ramyb
es ta²ke x∗ yra lygi nuliui, t. y. |f(x∗)| = 0, tairamyb
es ta²kas x∗ yra vadinamas superstabiliuoju.


