14 Chaosas tolydziosiose ir diskreciosiose dinamineése
sistemose

14.1 Chaosas tolydziosiose dinaminése sistemose. Lorenco sistemos tyrimas

Pradzioje panagrinékime tolydzigja dinamine sistema, kurioje susiduriame su chaoso ele-
mentais. Tai — 1963 m. sudaryta Lorenco sistema, atspindinti supaprastinta konvekcijos
modelj. Tos pacios lygtys gali buti taikomos ir lazeriy modeliavimui. Nagrinékime
minétaja Lorenco sistema:

v =o(y— ),
y=rv—y—xz, oc>0,r>0,b>0.

2 =uwy — bz,

Is paziuros tokia paprasta sistema i§ tikryjy modeliuoja jdomy procesa. Sios sistemos
sprendiniai reguliariai osciliuoja ir niekada negrjzta j ta patj taska, taciau visa laika islieka
tam tikroje fazinés erdves srityje. Taip nutinka dél to, kad $i sistema yra veikiama stipraus
atraktoriaus (véliau grieztai apibréSime 8ia savoka), kuris néra nagrinéjamos sistemos
ramybes taskas ar ribinis ciklas. Sio modelio atraktorius yra fraktalas, kurio fraktaliné
dimensija yra nustatyta skaitiniais eksperimentais ir yra lygi 2,05. Siekdami suprasti tokj
atraktoriy atliksime dinamineés sistemos analize. Nustatome Lorenco sistemos ramybeés

taskus:
(0,0,0), (£+/b(r — 1), £/b(r —1),7 — 1)

ir pazymime
Ct = (Vb(r —1),/br —1),r = 1), C~ = (=/b(r — 1), =\/b(r — 1),7 —1).

Atlike Lorenco sistemos linearizacija (atmesdami netiesiniy nariy jtaka)

r’ = U(y - x)?
y' =re—y,
Z/

= —bz

patebime, kad paskutiné sistemos lygtis rodo tai, kad sprendinio komponenté z(t) — 0
eksponentiniu grei¢iu. Tuomet likusioms dviems kryptims turime tokia sistema:

¥ =o(y—x),
y =re—y,

kurios pédsakas 7 = —o — 1 < 0, o determinanatas A = o(1 — r). Tokiu budu, kai
r > 1, tai A < 0 ir turime, kad ramybeés taskas (0,0,0) yra balnas. Kai r < 1, tai
ramybeés taskas (0,0,0) yra stabilusis mazgas (D > 0). Todél, kai r < 1, tai bégant
laikui visos trajektorijos pasieks ramybés taska (0,0,0). Siuo atveju taskas (0,0,0) yra
globaliai stabilus ir dinaminéje sistemoje, kai r < 1, neatsiras jokiy ribiniy cikly ar chaoso
elementy.

Kai r > 1, tai greta balno tasko (0,0,0) turime dar du ramybés tagkus C*, C~. Siu
tasky stabilumui tirti sudarome pradinés dinaminés sistemos Zordano matrica

-0 o 0
A= r—z -1 —x |,
Y r —b



kurios tikrinés reikSmes yra lygties
N+ (0 4+ 1+ b)A° + (0 +7)bA + 2bo(r — 1) =0

sprendiniai.

Kaip jau zinome, ramybes tasky stabilumo pasikeitimo priezastimi yra tikriniy reikSmiy
"peréjimas” i§ kairiosios pusplokstumeés j deSinigja, t. y. Re) Zenklo pasikeitimas, todél
ieSkodami tikriniy reikSmiy, turinc¢iy pavidala +wi, surandame kritine dinaminés sistemos
parametro reikSme
o(c+3+0)

c—1-b
Dabar galime tvirtinti, kad tuo atveju, kai > 1, bet r < 74,44, tal ramybeés tagkai C*
ir C'~ yra stablieji, apgaubti vadinamuoju balno ciklu, kuris, kai r — 7., traukiasi.
Kai r = rg.4, tai sistemoje stebime Hopfo bifurkacija, o kai r tampa didesnis uz rg,i,
tai Lorenco sistemos elgseng sunku numatyti, taciau trajektorijos néra nukreipiamos j
begalybe. Judéjimas vyksta atraktoriuje. Toks judéjimas yra labai jautrus pradinéms
salygoms. Trajektorijos, pradiniu laiko momentu buve labai arti viena kitos, bégant laikui
elgiasi labai skirtingai. Skaitiniais eksperimentais yra nustatyta, kad Lorenco sistemos
trajektorijos issiskiria eksponentiniu greic¢iu

18] ~ []dol ™,

¢ia 0y — pradinis atstumas tarp trajektorijy, o 0(¢f) — atstumas tarp trajektorijy laiko
momentu ¢, A — Liapunovo eksponenté. Skaitiniy eksperimenty metu nustatyta, kad
Lorenco sistemos Liapunovo eksponenté yra A = 0,9. Dél tokio trajektorijy iSsiskyrimo
ir tegiamos Liapunovo eksponentés jtakos egzistuoja tam tikras laiko horizontas, uz kurio
jokios prognozés néra jmanomos. Lorenco sistemos laiko horizontas yra

,o0—1—0>0.

Tkrit =

; Lo
horiz = T~ 111 .
A 6ol

Dabar suformuluosime, kas yra budinga chaosui, ir pateiksime griezta atraktoriaus
apibrézima.
Griezto chaoso apibrézimo néra, taciau yra aisSku, kas jam budinga:
1) bégant laikui trajektorijos neartéja nei prie ramybés tasky, nei prie periodiniy orbituy,
2) dinaminé sistema neturi atsitiktiniy nariy, o nereguliarus elgesys kyla tik i§ netiesiniy
sistemos nariy,
3) sistema turi teigiama Liapunovo eksponente.
Atraktorius taip pat néra lengvai apibréziamas.
14.1 ApibréZimas. Atraktoriumi vadinama uzdara aibé A, turinti Sias savybes:

1) aibé A yra invariantiné,
2) aibé A pritraukia atvirg pradiniy salygy aibe,
3) aibé A yra minimali.

Ar tam tikra aibé yra atraktorius, nevisada lengva patikrinti. Pavyzdziui, musy
placiau aptartas Lorenco atraktorius turi tokig savybe, kad visos trajektorijos yra pri-
traukiamos tam tikros nenulinio turio aibés, taciau néra jrodymo, kad ta aibeé tikrai yra
atraktorius, tac¢iau visi tiki, kad taip yra. Jis vadinamas keistu atraktoriumi. Minétasis
atraktorius labai jautriai reaguoja j pradiniy salygy pakeitimus.



14.2 Chaosas diskreciosiose dinaminése sistemose. Vienmadiai atvaizdai

Siose sistemose laikas yra diskretusis. Tokias sistemas jau esate nagrinéje kity studijy
programos dalyky kursuose. Pladiau aptarsime vienmaciy atvaizdy (diskreciyjuy dinaminiy
sistemy sudaryty i$ vienos lygties dar kitaip vadinamy skirtuminémis lygtimis) savybes
ir analizés technikas.

Nagrinékime vienmatj atvaizda

Tpt+1 = f(xn)a
¢ia f(x,) yra tolydzioji funkcija, o z; € R, f(x;) € R.
14.2 Apibrézimas. Taskas z*, tenkinantis salyga f(z*) = z*, vadinamas ramybés tasku.

Remiantis apibrézimu akivaizdu, kad, jei =, = z*, tai ir x,,1 = f(z*) = z*, t. y.
sprendinys pradedant x* visa laika toks ir islieka.

Norédami tirti ramybés tasko stabiluma, nagrinékime maza ramybes tasko suzadinima,
t. y. ©, = n,+a* ir stebékime, kas tada nutinka. Turime, kad x,,.1 = f(n,+2*). Funkcija
f(nn + x*) skleiskime Teiloro eilute tasko z* aplinkoje:

Fln + %) = f(2) + [' (@) + O(np).

Tuomet

Tpt1 = r* + f’(ﬂf*)ﬁn + 0(77721)
arba

Tnyr — = [z + O0).

Pazymime 7,41 = z,+1 — 2" ir gauname

Mt = f'(@)m + O(0).

Atsisake antrosios eilés nariy nagrinéjame skirtumine lygtj

41 = f’(ﬂf*)ﬁn-

Pazyméje f(z*) = ), sudarome seka 7o, 71 = Mo, 72 = A2, -y Jn = A™p. Remdamiesi
seky riby teorija Zinome, kad $i seka konverguoja, jei |A\| < 1. Tuomet taskas x* yra
vadinamas stabiliuoju. Jei |[A\| > 1, tai sudarytoji seka diverguoja ir taskas z* yra
vadinamas nestabiliuoju. Kadangi Si informacija apie stabiluma gaunama i§ dinaminés
sistemos linearizacijos, tai tuo atveju, kai |A| = 1, i tyrima turime jtraukti ir funkcijos
skleidinio antrosios eilés narius. Siuo atveju minéti nariai turi lemiama jtaka.

Jei funkcijos f(x,) reikSmé ramybés taske x* yra lygi nuliui, t. y. [f(z*)| = 0, tai
ramybés taskas x* yra vadinamas superstabiliuoju.



