12 Paskaita. Ribinés teoremos

12.1 Markovo ir CebysSevo nelygybés

Teorema. Markovo nelygybé. Tarkime, kad Y yra atsitiktinis dydis, turintis
vidurkg. Tada bet kokiam § > 0 teisinga nelygybé

ElY]

P(|Y]24) < =5

(1)

Atitinkamai ElY
P(JY|<é)>1— L

Teorema. Cebysevo nelygybé. Tarkime, kad X yra atsitiktinis dydis, tu-
rintis dispersijg. Tada bet kokiam £ > 0 teisinga tikslesné nelygybé

DX

P(X -EX|>¢) < —. (2)
Atitinkamai DX
P(X -EX|<g)>1-—.

Pavyzdys. Atsitiktinio dydzio X skirstinys duotas lentele

(X[ 1 [2] 3 [4]5]6]
[P]005]01]025]03]02]0,1]|

Ivertinkite P(|X — EX| < 2) remdamiesi CebySevo nelygybe. Raskite tikslia
sios tikimybés reiksme.

Sprendimas. Apskaic¢iuokime atsitiktinio dydzio X vidurkj ir dispersija:
6

EX = Zl‘ipi = 3,8,

n=1
6
EX? =Y ap = 16,1,

n=1
DX =EX? - (EX)? =1,66.
DX 1,66
Taigi P(|X — EX| < 2) > 0,585.
Dabar apskaiciuosime tikslia sios tikimybés reiksme.
P(|X - EX| <2)=P(X -38 <2)=P(,8< X <58)=PX =
D+PX=3)+PX=4)+P(X=5)=0,1+0,254+0,3+0,2=0,85.

=0,585.



12.2 Didziyjy skaiciy désnis

Teorema. Tegu X1, Xs,... yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai, turintys tg

paty vidurki EX; = a ir tq paciq dispersijg. Tada su kiekvienu € > 0
P('X1+X2+...+Xn 3

a
n

25) — 0,n — o0.

Irodymas. Teorema tvirtina, kad su didelémis n reikSmémis tikimybeé,

kad aritmetinis atsitiktiniy dydziy reiksmiy vidurkis skirsis nuo a daugiau kaip
X1+ Xo+...+ X,

dydziu e, yra maza. Pazymékime DX; = 0% ir X =

Aidku, kad "
EX:EXl—l—EXg—l—...—l—EXn:E:a7
n n
2 2
DX:DX1+DX2+...+DXHZE:U_,
n? n2 n

tai jstate i Cebysevo nelygybe (2), gausime
2
P('X1+X2+...+Xn _a‘ 25) < DX o

=— —0,n— o0.
n g2 ne?

Didziyju skaic¢iy désnis matematine forma iSreiskia tai, ka mes intuityviai
suprantame. Pavyzdziui, gerai zinome, kad metus simetriskg moneta daug karty
(N kartu), herbas, tikriausiai, pasirodys mazdaug N/2 karty.

Jei turime Bernulio schema, m — sékmiy skaicius atlikus n bandymuy,

P(’@—p’ <€) — 1,n — oo.
n
P(}ﬂ—p}<a) >1—p—q2.
n ne
Pavyzdys. Paséta 400 sékly. Kiekviena ju iSdygsta su tikimybe lygia 0,85.
Ivertinkite tikimybe, kad isdygusiy sékly skaic¢ius bus nuo 300 iki 380.

Sprendimas. Turime Bernulio schemg, X; yra Bernulio atsitiktiniai dydziai
tikimybe p = 0, 85. Pazymékime X = X7 + Xo + ... + Xy00.
EX =np=400-0,85= 340.

X 40
P X =P (| X —-34 40)=P [ |— — —
(300 < X < 380) (| X — 340] < 40) <400 0,85‘<400>
m 0,85-0,15
P (|5~ <0.1)>1- ST ~oom

Pavyzdys. Moneta métoma 1000 karty. Ivertinkite tikimybe, kad herbo
1
pasirodymy santykinio daznio nukrypimas nuo p = 3 bus mazesnis uz 0,1.
Sprendimas. Turime Bernulio schema.
1
Pa_ 2 39
n-e? 1000 -

OO | —

P(‘T—p‘<0,1)>l—
n



12.3 Centriné ribiné teorema

Tegu atsitiktiniai dydziai X, X, ... yra nepriklausomi ir turi ta pacia pasiskirs-
tymo funkcija. Tada jy vidurkiai bei dispersijos (jeigu jos, Zinoma, egzistuoja)
bus tie patys. Pazyméekime EX; = a,DX; = o?. DydZiams teisingas didzjuju
skaiciy désnis, t.y. dydis

7X1—|—X2+—I—Xn_ain—i-Xg—l——i-Xn—na

n n

Yy

kai n didéja, darosi vis labiau panasus j iSsigimusj atsitiktinj dydj Y, igyjantj
reiksme 0, P(Y = 0) = 1. Dydziu Y,, vidurkiai lygus nuliui, o dispersijos mazéja:
EY, = 0,DY,, = 0?/n — 0,n — oo. O dabar kiek pakeiskime & dydj ir
apibrézkime

. Xi+Xo+...+ X, —na

= e )

Aisku, kad EZ,, = 0. Apskaiciuokime dispersija pasinaudodami dydziy nepri-
klausomumu:

Zn

DZ, =D 1+ X+ ...+ _na -D 1+ Xo+ .o+
ovn ovn ovn

2 2
:D[ X }+...+D{ﬁ} =2 4. +Z =1
ovn ovn an o?n
Taigi visi dydziai Z,, turi ta patj vidurkj ir ta pacig dispersija. Ka gi apie juos
galima pasakyti, kai n — oo? Ir ¢ia pasirodo senas pazjstamas! Kai n didéja,
dydziai Z,, darosi vis panaSesni j standartinj normalyji dydj! Tokia yra vienos
i$ paciy svarbiausiy tikimybiy teoremi — centrinés ribinés teoremos — esmeé.
Centriné ribiné teorema. Tegu X1, Xo, ... yra nepriklausoms atsitiktiniai
dydZiai, turintys tg paciq pasiskirstymo funkcijg, vidurky ir dispersijo EX; =
a,DX; = 0?. Tada kiekvienam z, kai n — oo, teisingas teiginys

P(X1+X2+...+Xn—’n

~G ¢ < ;v) — (), (3)

1 x
O(x) = E/ e 2y,

yra standartinio normaliojo dydzio X ~ N(0,1) pasiskirstymo funkcija.

Taigi centriné ribiné teorema teigia, kad nepriklausomai nuo individualiy
dydziy X; savybiy, dydis Z,, kai n didelis, yra panasus j standartinj normalyjj
dydj.

Muavro-Laplaso teorema, kuria naudojome Bernulio schemai tyrinéti, yra
atskiras centrinés ribinés teoremos atvejis, kai X; turi Bernulio skirstinj. IS
tikryjy, jeigu atsitiktinis dydis X; = 1, kai j-ajame Bernulio schemos bandyme
ivyko sekmé, ir X; = 0, kai nes¢kmé, tai dydziai X; yra nepriklausomi ir a =
EX; =p;0? =DX; = pq.



Pazymékime S,, = X7 + X5 + ...+ X,,. Bernulio schemos atveju S,, reiskia
sékmiuy skaiiy atlikus n bandymy. Taigi (3) galime uzrasyti taip:

P (5%/7? < x) - ®(z),

arba

P (&_T\/_Ej" < x) — P(x).

Centrine ribing teorema galima interpretuoti kaip didziuyjy skaiciy désnio

patikslinima. IS tikryjy, didziyjy skaiciy désnis reiskia, kad

So_ Xt Xat.. X,
n n -

Savo ruoztu centrine ribine teorema galime suvokti kaip tvirtinima

X1+ Xo+...+ X,y —na _ Sy/n—a

In oy = ojyn

~ X, X ~N(0,1).

Tada g
novat X ~ N(a,o?/n).
n vn
Taigi centriné ribiné teorema teigia, kad su didelémis n reiksmémis aritme-
tinis vidurkis S, /n yra panasus i normalyji dydj su maza dispersija.
Jei turime Bernulio atsitiktiniy dydziy suma su tikimybémis p, tai

P(‘%—p‘<a) z2¢<a\/g>—1.

Pavyzdys. Saudoma j apvaly taikinj, suskirstyta 4 koncentriniais apskriti-
mais. Atsizvelgiant | pataikyma, Saulys gauna taskus, kuriy skaic¢ius apibréztas
skirstiniu:

X 1 2 3 1 5
Py |03 |025 |02 [0,5 |01

Apskaiciuokite tikimybe, kad po 100 suviy Saulys surinks nuo 240 tasky iki 280
tasky.

Sprendimas. Pazymékime X; — i-ju suviu surinkty tasky skaiciy.
EX;,=1-0,342-0,25+3-0,2+4-0,154+5-0,1=2,5,

EX? =8,DX; =1,75,5100 = X1 + X2 + ... + X100,

ESigo = 100-2,5 = 250, DSi00 = 100- 1,75 = 175.



1 pav.: Koncentriniai apskritimai

S100 — po 100 suviu surinkty tasky skaicius. Pagal centring ribine teorema

p (M - x) ~ O(z).

vDS100
280 — 2 240 — 2
P (240 < S, < 280) ~ & (M)_ <u> ~ &2, 27)—B(—0, 76) =
V175 V175

®(2,27) + ®(0,76) — 1 ~ 0,9893 + 0, 7764 — 1 ~ 0, 7657.

Pavyzdys. Monte Carlo metodas.

Didziyjy skai¢iy désnis — vienas i$ pagrindiniy instrumenty, kuriais naudo-
james, kai norime gauti ziniy i$ sukaupty duomeny. Tarkime, mums rupi rysio
tarp miusy kompiuterio ir kokio nors serverio nustatymo laikas. Sis laikas pri-
klauso nuo jvairiausiy faktoriy, taigi yra atsitiktinis dydis. Pazymékime ji 7.
Kokia tikimybé, kad rysiui nustatyti prireiks maziau kaip, pavyzdziui, 5 milise-
kundziy, t. y. kam lygi tikimybé p = P(T < 5) = Fr(5)? Dydzio pasiskirstymo
funkcijos nezinome, taciau galime atlikti daug bandymy ir gauti daug duomeny.
Pazymékime X atsitiktinj dydj, jgyjantj reikSmes O ir 1:

b 0, pirmajame bandyme rysiui uzmegzti prireiké maziau nei 5 ms,
1= . . - . iy .
1, pirmajame bandyme rySys uzmegztas greiciau nei per 5 ms.

Su kitais bandymais susiekime analogiskai apibréztus atsitiktinius dydzius Xo, X3, . . ..

Galime padaryti prielaida, kad dydziai nepriklausomi. Be to,
P(X;=1)=P(T' <5 =p, PX;=0)=1-pEX;=p.
Is didziyjy skaiciy désnio iSplaukia, kad su didelémis n reikSmeémis

Xt Xokoot Xn

n
Taigi naudodamiesi didziyjy skaiciy désniu jvertinome nezinoma su stebimu
atsitiktiniu dydziu susijusio jvykio tikimybe.



