1 Paskaita. Tikimybés sgvoka ir savybés.

1.1 Ivadas

Daznai atsiduriame situacijose, kuomet turime priimti vienokj ar kitokj sprendi-
ma, o informacijos apie aplinkybes truksta. Tuomet, norédami jvertinti sprendi-
mo pasekmes, turime gretinti jvairias galimybes. Vertindami ir lygindami jvairiy
ivykiy Ssansus, mes sakome, kad vieni jvykiai turi daugiau Sansy, kiti maziau.
Zodziai "daugiau” ar "maziau” yra skirti kiekiams lyginti, t.y., kiekiams, ku-
rie atitinka skaic¢ius. Lygindami jvairiy jvykiy Sansus mes operuojame su jais,
kaip su skaiciais: didesnes galimybes atitinka didesni skaiciai. Sakome, vieno
ivykio tikimybé yra didesné nei kito. Pasirodo, kad egzistuoja universalus dés-
ningumali, kuriems paklusta daugelis reiskiniy, kuriuos vadiname atsitiktiniais.
siuos désningumus tiria tikimybiy teorija, nesvarbu, kur jie atsiskleidzia: demo-
grafijoje, draudimo uzdaviniuose, genetikoje, dujy kinetinéje teorijoje, kvanty
mechanikoje, ekonomikoje, informatikoje ir kt.

Tikimybiy teorijos gimimas siejamas su dviejy iskiliy prancuzy: Blezo Paska-
lio (1623-1662) ir Pjero Ferma (1601-1665) vardais. Yra islike keletas ju laisky,
kuriuose gvildenami su losimo kauliuky metimais susije uzdaviniai. Paskalis
rasé, kad uzdavinius jam pateiké azartiskas loséjas sevaljé De Meré. Mokslo
istorijoje Sie uzdaviniai ir ju sprendimas zenklina naujo mokslo pradzia.

1. Pora kauliuky metame K karty. Nagrinéjame du galimus variantus: (a)
bent viena karta iskrito SeSetuky pora; (b) né karto neiskrito Sesetuky
pora. Kokj maziausia metimy skaiciy K atlikus, variantas (a) turi daugiau
Sansy nei (b)?

2. Du zaidéjai j zaidimo banka jnesa po 32 pistolius. Pirmasis laiméjes tris
partijas pasiima iS banko 64 pistolius. Kaip pasidalinti banka, jei tenka
zaidima nutraukti nespéjus nei vienam islosti trijy partijy?

Pavyzdys. De Meré uzdavinys. Kokia tikimybé didesné: gauti nors viena
Sesetuka 4 kartus metus losimo kauliuka, ar bent 1 karta 2 SeSetukus 24 kartus
metus kauliuky pora?

Tikimybé gauti nors viena sSesetuka 4 kartus metus losimo kauliuka:

£\ 4
lezl—P0=1—<6> ~0,5177.

Tikimybé bent 1 karta gauti 2 SeSetukus 24 kartus metus kauliuky pora:

35 24
Poi=1-F=1-|— ~ 0,4914.
= 0 (36)
Paskalis ir Ferma iSsprendé Siuos uzdavinius, nesinaudodami tikimybés sa-
voka, nes jos dar nebuvo. Tikimybés (atsitiktinio jvykio galimybeés skaitinés



iSraiskos) savoka gimé po pirmujy statistiniy tyrimu. Tai buvo demografiniai

tyrimai, anuo metu vadinti "politine aritmetika”. DZzonas Grauntas (1620-1675)

noréjo nustatyti Londono gyventojy amziaus struktura. Surinkes Londono gy-

ventoju mir¢iy duomenis (229250 per 20 mety ) jis skaifiavo jvairiy amziaus

grupiy dalj. Pavyzdziui, vaiky (iki 6 mety) miréiy buvo registruota 71124. Jis
71124 1 . C

—, kuris gali buti panaudotas nu-

220250 3
statant kokia dalj Londono gyventojy sudaro tokio amziaus vaikai. kitas angly

mokslininkas Edmundas Halis (1656-1742) vietoj Londono pasirinko Vokietijos
miesta Breslau (dabar Vroclavas). Pasinaudodamas Breslau mirciy registro kny-
gomis, jis galéjo nustatyti populiacijos amziaus struktura ir, pvz., amziy, kurio
sulaukti yra lygiai tiek pat Sansy, kaip ir mirti nesulaukus (dabar vadiname gy-
venimo trukmeés mediana). Savo tyrimus Halis naudojo pensiju (renty) dydziui
nustatyti.

Sveicaras Jakobas Bernulis (1654-1705) jau naudoja jvykio tikimybés savoka
ir susieja ja su statistiniu dazniu. Pvz. Metame kauliuka N karty ir suskai-
¢iuojame kiek karty iskrito Sesios akutés. Pavadinkime gauta skaiciy M. Atlike
daugybe kauliuko metimo eksperimenty, pamatytume, kad santykis (statistinis
sesiukés daznis) M/N = 1/6. Skaicius 1/6 rodo, kiek Sansy turi sesiuke iskristi
kiekvieno metimo metu (Sesiukés pasirodymo tikimybé). Bernulio nustatytas
principas dabar vadinamas didziyju skai¢iy désniu (fenomenas atsiskleidzia, kai
skai¢ius N yra pakankamai didelis). Sis désnis jvertina tikimybe, kad, atlikus
didelj skai¢iy eksperimenty, stebimo jvykio statistinis daznis mazai skirsis nuo
to jvykio tikimybeés.

I$ Bernulio rezultaty isplaukia, kad tikraja tikimybe nustatyti padeda sta-
tistinio daznio skaiciavimas. Paklaida, musy atveju, M/N —1/6 tyré De Muav-
ras (1667-1754), Laplasas (1746-1827), Puasonas (1781-1841) ir Gausas (1777-
1855). Jie nustateé, kad daugeliu atveju galima stebéti reiskinj, kai paklaida,
musy atveju skaiciai (M/N —1/ 6)\/N , paklusta tam tikram visiskai naujos pri-
gimties désningumui. Sj désninguma vadiname Gauso tikimybiniu skirstiniu, o
reiskinj — centrine ribine teorema.

Vystantis mokslams, paaiskéjo, kad tikimybiy teorija gali buti taikoma daug
svarbesnése srityse, negu losimai. Tai — matavimo paklaidy teorija, balistikos,
statistikos (pirmiausia demografijos) klausimai. Tikimybinius skirstinius pradé-
ta naudoti aprasant biologijos, kvanty mechanikos, genetikos ir kt. reiskinius.
Nuo Halio laiky tikimybés taikomos draudos matematikoje. Tikimybiy teorija
ir statistikos mokslas gimé kartu ir yra artimiausi mokslai.

pateiké skaic¢iy: santykinj daznj

1.2 Statistiniai eksperimentai

Tarkime, kad daug karty atliekame eksperimenta, kurio rezultaty is anksto ne-
galime numatyti, taciau galime nusakyti visy baigciy aibe. Toks eksperimentas
vadinamas statistiniu eksperimentu.

1 pavyzdys. Meskime 6-iy akuciy losimy kauliuka. Sio statistinio eksperi-
mento galimy rezultaty aibée

0= {wl,wg,...,wg},



¢ia jvykis w; reiskia, kad iskrito ¢ akuciy.

2 pavyzdys. Métykime losimy kauliuka tol, kol iskris 6 akutés ir rasykime
i eile iskritusiy akuciy skaicius. Gausime skaiciy eiles, pasibaigiancias Sesetu,
taciau, gali buti taip, kad SesSetas neigkris, o skai¢iy eilé bus begaliné (eksperi-
mentas niekaip negali pasibaigti). Sio statistinio eksperimento galimy rezultaty
aibé  yra begaliné, bet skaiti, t.y. tokia, kurios elementus galime sunumeruoti.
Ja sudaro baigtiniai arba begaliniai rinkiniai:

Q={{wi,. ., wWm-1,6), (w1,...),w; € {1,2,...,5},m > 1}.

3 pavyzdys. Fiksuokime termometro rodmenis. Teoriskai galimy rezul-
taty aibé yra kontinuumo galios Q = [s, 5], ¢ia s, S atininkamai maziausia ir
didziausia termometro skalés reik§meés (praktiskai apsiribojame sveikomis arba
racionaliomis reikSmémis).

1.3 Klasikinis modelis

Su statistiniu bandymu susiesime jo baigc¢iy aibe ). Jos elementus w; vadinsime
elementariaisiais juykiais. Visus kitus jvykius A, kuriuos nagrinésime ir kuriy
elementai yra elementarieji jvykiai, vaizduosime aibés €2 poaibiais.

Pavyzdys. Meskime losimy kauliuka. Ivykj "iskrito lyginis akuciy skaic¢ius"
vaizduosime aibe A, sudaryta is triju elementariyjy jvykiy:

A= {w25 Wy, WG}.
Tarkime, kad
o statistinio eksperimento galimy baigciy aibé yra baigtiné:

Q= {wl,ng,...,wN},

o atlikus eksperimentg visos baigtys yra vienodai galimos.

Atsitiktiniais juykiais vadinsime baigéiy aibés 2 poaibius A C Q. Visy Q po-
aibiy aibe zymeésime P(€2). Aibiy operacijas zymeésime zenklais N, U, \. Pagrin-
dineés jvykiu operacijos pavaizduotos 1 pav. Baigtinés aibés A elementy skaiciy
zymésime |A|. Naudosime Siuos terminus:

¢ baigtis w € A vadinsime palankiomis A.

o Aibe () vadinsime negalimu, aibe Q — butinu jvykiu.

o Tvykius A ir A = Q\ A vadinsime priesingais.

e Jei AN B =10, jvykius A ir B vadinsime nesutaikomais.

Kuo jvykis turi daugiau palankiy jam baigc¢iy, tuo daugiau galimybiy Siam
jivykiui pasirodyti eksperimento metu. Sia idéja remiasi klasikinis tikimybeés
apibrézimas, suformuluotas Girolamo Cardano (1501-1576).
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1 pav.: Pagrindinés jvykiy operacijos.

Apibrézimas. Tikimybe vadinsime funkcijg P : P(2) — [0,1], apibréziama

lygybe
_ 4]

=
Skaiciy P(A) vadinsime joykio A C Q tikimybe. Kiekvieno elementariojo jvykio
tikimybé

P(A)

1
Pw) = @
Aisku, kad

P(A) =) Pw),P(Q) =) Pl =L

w€eA weN

Taciau bandymai su vienodomis baigtimis yra tikry bandymy idealizacija. Pa-
prastai elementariyjy jvykiy tikimybeés néra vienodos. Galime apibendrinti tiki-
mybés apibrézima turédami galvoje, kad kiekviena elementaryjj jvykij w atitinka
jo tikimybé P(w).

Apibrézimas. Tegu Q0 yra baigtiné arba skaiti aibé, P()) yra visy jos po-
aibiy sistema, P(w),w € Q yra neneigiamy skaiciy aibé, tenkinanti sqlygqg

Z P(w) =1.
weN
Tikimybe vadinsime funkcijg P : P(Q) — [0,1], apibréziamg lygybe
P(A)= > P(w).
weA

Trejetq (2, P(2), P) vadinsime diskrecigja tikimybine erdve.

Teorema. (Tikimybiy sudeéties taisykle.) Tegu (2, P(S2), P) yra diskrecioji
tikimybiné erdvé. Teisingos lygybés:
P(Q)=1;P(0) =0. Jei A ir B yra nesutaikomi jvykiai, tai

P(AUB) = P(A) + P(B). (1)

Sia teorema galima apibendrinti atvejui, kai turime n tarpusavyje nesutaikomny
ivykiy Ay, Ag, ..., Ay

P(A;UAs. . UA,) = P(A)) + P(Ay) + ...+ P(Ay). 2)



Pavyzdys. Is 36 korty malkos atsitiktinai traukiamos 3 kortos. Kokia
tikimybeé, kad tarp istraukty korty bus tik vienas tuzas?
Elementariyjy jvykiy skaicius n yra skaié'ius budy sudaryti 3-ju korty aibe is

36!

N 3!- 33!
yra vienas tuzas'. Ivyki A isskaidome j nesutaikomus jvykius:
A — "istraukty korty aibéje yra Cirvy tuzas";
Ay — "istraukty korty aibéje yra giliy tuzas";
Ajs — "istraukty korty aibéje yra piky tuzas";
A, — "istraukty korty aibéje yra bubny tuzas'.
A=A UAUA3U Ay

Apskai¢ivosime jvykiy A;,i = 1,2, 3, 4 tikimybes (jos yra vienodos). Prie jau
istraukto tuzo likusias 2 kortas renkame i$ 32-ju korty rinkinio, gauto atmetus
is 36-iy keturis tuzus. Ivykiams A; palankiy jvykiy skaic¢ius yra |A;| = C%,.
Kadangi jvykiai A; yra poromis nesutaikomi, tai i§ formulés (2) gauname:

36-iy. Tai deriniy skaic¢ius n = C3; = Ivykis A - "istraukty korty aibéje

3,  31-16

32 90 0,278,
3, 35-17-3

P(A) = P(Al) +P(A2)+P(A3)+P(A4) =4

1.4 Geometriné tikimybé

Geometriniy tikimybiy uzdaviniai nagrinéja statistinius eksperimentus, kuriy
elementariyjy jvykiy aibé néra nei baigtiné nei skaiti.
Apibrézimas. Teqgu Q € R™, u(Q) egzistuoja ir u(Q) < oco. Tegu

A={A:ACQ u(A) egzistuoja}

yra nagrinéjamy atsitiktiniy joykiy sistema, o P : A — [0,1] yra funkcija, api-
bréztg lygybe

1(A)
Pa) =S 3)
Trejetq (2, A, P) vadinsime geometrine tikimybine erdve.

Kai n = 1, u(A) reiskia geometrinj ilgj, kai n = 2 — plota. Eksperimento
baigtys yra ) taskai ir visos baigtys yra vienodai tikétinos. Taigi geometri-
néje tikimybinéje erdvéje baigtys yra atitinkamos srities taskai, jvykiai — sios
srities poaibiai, turintys geometrinj mata, o jvykiy tikimybés apibréziamos siy
geometriniy maty santykiu.

Pranciizo 7. Biufono 1777 metais paskelbtame darbe isprestas jzymusis uz-
davinys apie adata, kuris davé pradzia geometriniam tikimybiy skaic¢iavimui.

Pavyzdys. Biufono uzdavinys. Plokstumoje nubréziame lygiagrecias tieses,
taip, kad atstumas tarp gretimy tiesiy buty lygus a. Adata, kurios ilgis | (I <
a) metame ant Sios plokStumos. Laikome, kad adatos vieta ir orientacija yra
atsitiktinés. Kokia tikimybé, kad adata kirs kuria nors tiese?

Pazymékime raide h adatos virsutinio galo atstuma iki artimiausios iS apacios
lygiagretés, raide ¢ — kampa tarp adatos ir tos lygiagretés. Adatos padétj tiesiy
atzvilgiu nusako skai¢iy (h, ) pora (7r. 2 pav.).



;h.

2 pav.: Biufono uzdavinys.

Todél Sio eksperimento baigtimi (elementariuoju jvykiu) galime laikyti sta-
¢iakampio taskus

Q={(h,¢): 0<h<a,0< o<}
o mus dominantis jvykis
A = {adata kerta tiese} = {(h,¢) : (h,¢) C Q,h < Isiny}.

Pasinaudosime formule (3) jvykio A tikimybei apskai¢iuoti. Staciakampeés srities
Q plotas u(Q) = wa. Apskaiciuosime p(A):

w(A) :/ Isin pdy = 21.
0

Taigi
Ly i) 2
w(Q)  wa

Biufono uzdavinys yra atéjes iS tuy laiky, kai skaicius m buvo aktyviy tyrimuy
objektas. Galime tikétis, kad pakartoje daugelj karty (N karty) eksperimenta
su adata ir paskaiciave baigtis, kuomet adata kerta kuria nors ties¢, gauto to-
kiy baigéiy skaiciaus M ir visy eksperimenty skaiciaus N santykis M /N buty
artimas jvykio A tikimybei. Tuomet apytikslai galima apskaic¢iuoti ir skaiciy .

Pavyzdys. Turime virve, kuria kerpame j dvi dalis. Kirpimo taskas paren-
kamas atsitiktinai ir visi taskai turi vienodas galimybes buti kirpimo taskais.
Kokia tikimybeé, kad vienas virvés galas bus daugiau nei dvigubai trumpesnis
uz kita?

Mus domina jvykio A ="vienas virvés galas daugiau nei dvigubai trumpesnis
uz kita" tikimybé. Elementariuju jvykiu (kirpimo tasky) aibe patogu atvaizduoti
intevalu Q = [a, d]. Pazymékime taskus b, ¢, kurie dalija virve j tris lygias dalis
a————— b————— c————— d. Elementariyjy jvykiy, palankiy jvykiui
A, aibe atitinka intervaly junginys [a,b] U [c,d] € Q . Si aibé sudaro 2/3 visy
elementariyjy jvykiy aibes. Taigi P(A) = 2/3.

Pavyzdys. Tarkime, tiriame telefoniniy pokalbiy trukme. Apsiribosime
pokalbiais, trunkanciais ne ilgiau, nei 40 minuciy. Atsitiktinai pasirenkame



telefoninj pokalbj, kurio trukmeé pakliuva j intervala (0,40). Statistinio eks-
perimento rezultata, t.y., atsitiktinai pasirinkto pokalbio trukmeés ilgj, galime
vaizduoti atkarpos Q = (0,40) tasku. Aisku, kad didzioji dauguma tokiy po-
kalbiy nevirsys 5 ar 10 minuciy. Todél labiau tikétina, kad pokalbio trukmeé
(elementarusis jvykis) paklius j atkarpos dalj (1, 10), nei i atkarpos dalj (30, 40).
Siam statistiniam eksperimentui geometriniy tikimybiy modelio taikyti nega-
lime, nes jvykio tikimybé néra proporcinga ji atitinkancios atkarpos A dalies
ilgiui.

Pavyzdys. Bertrano paradoksas. Lygiakrastis trikampis (arba trikampis,
kurio visos krastinés yra lygios) yra jbréztas | apskritima. Tarkime, kad yra
atsitiktinai parenkama apskritimo styga. Kokia yra tikimybé, kad ta atsitiktinai
parinkta styga yra ilgesné uz jbrézto trikampio krastine?

Atsitiktin] stygos parinkima galime apibrézti jvairiai. Pasirodo, nuo atsitik-
tinumo savokos interpretacijos priklauso sio uzdavinio atsakymas.

1. Vienetinio skritulio viduje atsitiktinai pasirenkame taska ir imame styga,
einancia per §j taska statmenai spinduliui, nubréztam per ta patj taska.
Siuo atveju 2 yra vienetinis skritulys.

2. Fiksuokime apskritimo taska P, nubrézkime apskritimo liestine tame taske
ir nagrinékime stygas, einancias per taska P. Styga pasirenkama atsitik-
tinai pasirenkant stygos ir liestinés kampa. Siuo atveju Q = [0, 7]

3. Fiksuojame vienetinio apskritimo skersmenj ir atsitiktinai parenkame skers-
mens taska. Nagrinéjame styga, kuri statmena skersmeniui siame taske.
Siuo atveju © = [—1,1].

3 pav.: Bertrano uzdavinys.

Atsakymai trim atvejais yra skirtingi — 1/4, 1/3 ir 1/2.



