3 Paskaita. Salyginés tikimybés ir
nepriklausomi jvykiai

3.1 Salyginé tikimybé

Pavyzdys. Metame kauliuka. Zinome, kad iskritusiy akuciy skai¢ius yra lygi-
nis, taciau tikslaus iskritusio skaic¢iaus nematome. Kokia tikimybeé, kad iskritu-
siy akuciy skaicius yra nedidesnis nei 57
Nagrinékime elementariuyju jvykiy erdve Q = {wy, we, w3, wq, ws, we }, P(w;) =

1/6,1 < i < 6. Ivykis A = {we, wy, ws} — "iSkritusiy akuciy skai¢ius lyginis",
ivykis B = {w1, wa, w3, wy, ws } — iSkritusiy akuciy skai¢ius nevirsija 5. Turime
apskai¢iuoti jvykio B tikimybe, jei Zinome (papildomai), kad ivyko A. Ivykus
ivykiui A, zinome, kad galimos baigtys yra {ws, w4, ws}. Kadangi daugiau in-
formacijos apie eksperimento rezultata neturime, visos trys baigtys yra vienodai
tikétinos. Tarp ju mums plankus (t.y., priklausantys aibei B) yra wa,wy. Jie
sudaro 2/3 visy galimy baigéiy. Sakome, kad salyginé ivykio B tikimybé su
salyga (kai yra jvykes jvykis) A yra 2/3. Zymime P(B|A) = 2/3.

Toliau laikysime, kad nagrinéjami jvykiai yra tikimybinés erdves (Q, A, P)
ivykiy o—algebros A elementali.

Apibrézimas. Tarkime A, B € A ir P(A) > 0. Juykio B sqlygine tikimybe
su sqlyga A vadinsime santykj

P(AN B)

P(BIA) = =55

2 1 1
Pavyzdyje P(AN B) = 6= g,P(A) =3 Apskaiciave sglygine tikimybe

pagal apibrézima, gausime atsakyma 2/3.
Pastabos. Teisingos lygybeés

P(QIA) = 1, nes P(Q[A) = P(]?(Q)A) - Iljgi; —1,
P(AJA) = 1, nes P(A[4) = ZADA) P

P(A) P4

Teorema. Tikimybiy sandaugos teorema. Tarkime, kad juykiai A; € A, i =
1,2,...,n yra tokie, kad P(Ay1 N AsN...NA,) > 0. Tuomet teisinga lygybé

P(A1NAsN. . .NA,) = P(A))P(Az] A1) P(A3|A1NA) ... P(Ap|A1N...NAp_1).
(1)

Kain = 2 is salyginés tikimybés apibrézimo turime

P(A; N Ay) = P(A)P(A3]Ay).



Teoremos jrodymas remiasi matematinés indukcijos principu.

Pavyzdys. Piniginéje yra 40 monety. Tarp ju 10 padirbty. IS eilés trau-
kiame 4 monetas. Traukdami moneta laikome, kad visos tuo metu piniginéje
esancios monetos turi vienodus Sansus buti istrauktos. Kokia tikimybeé, kad pir-
ma istraukta moneta yra tikra, antra netikra, trecia ir ketvirta abi yra tikros?

Sprendimas. Pazymime jvykius: A; — pirma moneta tikra, A, - antra moneta
netikra, As — tre¢ia moneta tikra, A4 — ketvirta moneta tikra. Mus dominantis
ivykis yra B = A1 N As N A3 N Ay. Aisku, kad P(A4;) = 30/40. Istraukus tikra
moneta, liecka 39 monetos, tarp kuriy 10 padirbty. Todél tikimybeé, kad antroji
moneta yra netikra, lygi P(A2|A;1) = 10/39. Tikimybe, kad trecioji moneta
tikra, zinant, jog pirmoji buvo tikra, o antroji padirbta, yra P(As|A; N Ag) =
29/38. Tikimybe, kad ketvirtoji moneta tikra, jei primuoju ir trec¢iuoju traukimu
papuolé tikros monetos, o antruoju netikra, yra P(As|A1NAs) = 28/37. Pritaike
(1) formule, gauname

30 10 29 28
P(B)=P(A;NAsNAsNAy) = = —. 22 .22 £ 0,111.
(B) = P(41N A2 0451 Ay) 40 39 38 37 7

=/

1 pav.: Pilnosios tikimybés formulés Veno diagrama.

Teorema. (Pilnosios tikimybes formulé). Tarkime, kad jvykiai H; € A,i =
1,2,...,k yra tokie, kad H; N H; = 0 visiems ¢ # j. Jei rinkinys Hy, Ho, ... Hy,
tenkina nelygybes P(H;) > 0,i=1,2,...,k ir HHUHo U ...U Hy = Q, tai bet
kuriam joykiui A € A teisinga lygybé

k
P(A) = P(H;)P(A|H,). (2)

i=1

Jei skaitus rinkinys Hy, Ha, ... tenkina nelygybes P(H;) > 0,i = 1,2,... ir
U2, H; = Q, tai bet kuriam juykiut A € A teisinga lygybé

P(A) = P(H;)P(A|H;). (3)
i=1



Irodymas. 1S aibiy lygybeés
A=ANOQ=AnN (UiZIHi) = UiZl(A n Hl)
ir tikimybinio mato adityvumo (c—adityvumo) iSplaukia

P(A) =Y P(ANH),

i>1

nes (AN H;)N (AN H;) = 0, kai ¢ # j. I8 salyginés tikimybés apibrézimo
P(AN H;) = P(H;)P(A|H;). I8 ¢ia iSplaukia (2), jei aibiy rinkinys baigtinis ir
(3), jei aibiy rinkinys skaitus.

Pavyzdys. Turime 5 dézes su vaisiais. Dvi dézés turi po 2 obuolius ir
kriause, kitos dvi dézés turi po 3 obuolius ir kriause. Penktoji dézé turi 10
kriausiy. Sakysime, kad turime po dvi dézes pirmosios ir antrosios rusies ir
viena déze trecCiosios rusies. Atsitiktinai parinke déze is jos atsitiktinai iSrinkome
vaisiy. Kokia tikimybé, kad tai obuolys? Laikome, kad visos dézés turi vienodus
Sansus buti isrinktomis.

Sprendimas. Pazymékime jvykius H;,7 = 1,2,3 — "parinkta i-os rusies dézé",
A - "istrauktas obuolys". Ivykiy H; tikimybés P(H,) = P(Hs) =2/5, P(H3) =
1/5. Tikimybeé iStraukti obuolj i§ pirmos rusies dézés yra P(A|Hy) = 2/3, i8
antros rusies dézés — P(A|Hz) = 3/4, i8 treciosios rusies dézés — P(A|Hs) = 0.
Pritaike formule (2), gauname

22 32 17
P(A) = P(A|Hy)P(H1)+P(A[H2)P(H2)+P(A|Hs)P(Hs) = 35t t0=35
Teiginys. (Bajeso formule). Tarkime, kad jvykiai A, B € A ir P(A) > 0, P(B) >

0. Tuomet teisinga lygybé

P(B)P(A|B)

P(BIA) = =55

Irodymas. Jrodymas isplaukia i$ salyginés tikimybeés apibrézimo
P(A|B)P(B) = P(AN B) = P(B|A)P(A).

Teorema. (Bajeso teorema).Tarkime, kad jvykiai H; € A,i = 1,2,... yra
tokie, kad H; N H; = 0 wvisiems i # j ir P(H;) > 0 kiekvienam i. Be to,
Uis1H; = Q. Tuomet bet kuriam juykiuvi A € A, P(A) > 0 ir bet kuriam k
teisinga lygybé
> iz1 P(H:)P(A|H;)

P(Hi|A) =

Irodymas. Trodymas iSplaukia i$ pilnosios tikimybes formulés (3) ir Bajeso
formuleés (4).
Teoremoje esancios formulés (5) vadinamos Bajeso arba hipoteziy tikrinimo
formulémis. Ivykiai H; vadinami hipotezémis, tikimybés P(H;) — apriorinémis
hipoteziy tikimybémis, P(H;|A) — aposteriorinémis (t.y. po bandymo) hipoteziy



tikimybémis. Formulémis (5) tikslinga naudotis, kai reikia pasirinkti viena is
keliy alternatyvy arba hipoteziy. Tarkime, kad zinome, jog jvyko vienas jvykis
is nesutaikomy jvykiy seimos H;,i € I, t.y. teisinga viena is keliy hipoteziy.
Kuris i8 jvykiy jvyko mes nezinome, taciau turime papildomos informacijos,
kad jvyko jvykis A. Tarkime, reikia nuspresti, kuria hipoteze H; vadovautis pri-
imant sprendimg apie tolesnius veiksmus. Maziausia tikimybé suklysti bus tada,
jei savo sprendima grisime ta hipoteze, kurios aposterioriné tikimybé P(H;|A)
didziausia.

Pavyzdys. Turime 5 dézes su rutuliais. Dvi dézés turi po 2 baltus ir 3
juodus rutulius, kitos dvi dézés turi po 1 balta ir 4 juodus rutulius. Penktoji
dézé turi 4 baltus ir 1 juoda rutulj. Atsitiktinai parinke déze (visos penkios dézés
vienodai tikétinos) i jos atsitiktinai traukiamas rutulys (visi dézés rutuliai turi
vienodus Sansus buti iStrauktais). Kokia tikimybé, kad pasirinkta dézé buvo
trecios rusies, jei zinome, kad istrauktas rutulys buvo baltas?

Sprendimas. Pazymékime jvykius H;,i = 1,2,3 — "pasirinkta i-os rusies
dezé", A — "istrauktas baltas rutulys'. Reikia apskai¢iuoti tikimybe P(Hs|A).
Pasinaudoje Bajeso teorema, gauname

P(H3)P(A|H3)
P(A|Hy)P(Hy) + P(A|Hy)P(Hs) + P(A|H3)P(Hs3)

Pavyzdys. Seimoje yra 2 vaikiai. Kokia tikimybé, kad antrasis vaikas yra
berniukas, jei zinome, kad a) pirmasis yra berniukas, b) maziausiai vienas yra
berniukas? Laikysime, kad berniuko ir mergaités gimimo tikimybés vienodos.

Sprendimas. Elementariuju jvykiu erdve Q = { By Ba, By M2, M1 Bo, My M>}.

P(By N By) 1
1. P(B3|By) = = PzBl) v _ _1721 =3
P(Bgﬂ (Bl UBQ) P(Bg) 1/4 1

2. P(By|B1 U By) = = — a2
(B:|B1 U B) P(B1U By) P(BiUBy) %% 3

3.2 Nepriklausomi jvykiai. Bernulio schema

Tarkime, (2, A, P) yra tikimybiné erdve, A, B € A. Jei tikimybés P(A) ir

P(A|B) skiriasi, naturalu manyti, jog ivykiai A ir B priklauso vienas nuo kito,

o jei Sios tikimybés sutampa — kad jie yra nepriklausomi. IS lygybés P(A) =

P(A|B) ir salygines tikimybeés apibrézimo iSplaukia P(AN B) = P(A)P(B).
Apibrézimas. Atsitiktinius juykius A ir B vadinsime nepriklausomais, jei

P(AN B) = P(A)P(B). (6)

Pavyzdys. Métome losimo kauliuka. Pazymékime jvykius A — "iskritusiy
akuciy skaicius dalijasi i§ 2", A — "iskritusiy akuciy skaicius dalijasi i§ 3", C' —



"iskritusiy akuciy skaic¢ius didesnis uz 2". Nesunku patikrinti, kad jvykiai A, B
ir A, C yra nepriklausomi, o jvykiai B, C' — priklausomi, nes

A = {ws,ws,ws }, B = {ws,ws}, C = {ws, ws, ws, we}.

P(A)=1/2,P(B)=1/3,P(C) =2/3.
P(AnB)=1/6,P(ANC)=1/3,P(BNC)=1/3.

Kaip suformuluoti keliy jvykiy nepriklausomuma? Tarkime, kad turime tris
ivykius. Galbut pakanka pareikalauti, kad bet kurie du jvykiai is trijy buty
nepriklausomi? Zemiau esantis pavyzdys rodo, kad to nepakanka.

Pavyzdys. Tarkime, kad ruletés skritulys padalytas i keturis ketvircius,
kurie suzymeéti 0, 1, 2, 3, loséjy yra trys. Jei ruletés strélé sustoja ties ketvirciu
0, laimi visi, jei 1 — tik pirmasis ir t.t. Nagrinékime jvykius A;, As, A3, kurie
atitinkamai reiskia, kad laiméjo pirmasis, antrasis ir treciasis. P(A4;) = P(Az) =
P(As) = 1/2. Nesunku jsitikinti, kad kiekviena pora i$ Sio jvykiy trejeto yra
nepriklausoma. Taciau, jeigu zinome, kad jvyko jvykiai A; ir Ao, i$ to i$ karto
galima padaryti iSvada, kad jvyko ir As. Taigi sakyti, kad visi trys jvykiai
tarpusavyje nepriklausomi, negalime.

Nagrinékime jvykiy rinkinj & C A.

Apibrézimas. Sakome, kad rinkinio U jvykiai yra nepriklausomi, jei bet
kuriems rinkinio U elementams Ay, Ao, ..., A € U yra teisinga lygybé

P(AlﬂAgﬂﬂAk)ZP(Al)P(Ag)P(Ak) (7)

Teiginys. Bet kuriam atsitiktiniam joykiui A € A teisingi Sie teiginiai

1. Juykiai A ir O yra nepriklausomi;

2. Jvykiai A ir Q yra nepriklausomsi;

3. Jei juykiai A ir B yra nepriklausomi, tai juykiai A ir B yra nepriklausomi.

Pazymékime A' = A, A° = A. Toliau jrodysime, kad jvykiy poros ne-
priklausomumui nedaro jtakos, jei viena ar kita jvykj arba juos abu keic¢iame
priesingais.

Teorema. Jei egzistuoja indeksai i, jo, kad juykiai A%, B7 yra nepriklau-
somi, tai A, B yra nepriklausomi su bet kokia indeksy pora i,j € {0,1}.

Irodymas. Pakaks parodyti, kad i$ jvykiy A ir B yra nepriklausomumo
isplaukia, kad jvykiai A ir B yra nepriklausomi.

P(ANB) = P(B)— P(ANB) = P(B)— P(A)P(B) = P(B)(1— P(A)) = P(A).

Teorema. Borelio-Cantelli lema. Jei sistemg S = {Ax € A\ € A}, su-
daro tarpusavyje nepriklausomi juykiai, tai su bet kokiais iy € {0,1} sistemq
S = {AY, X € A} taip pat sudaro tarpusavyje nepriklausomi joykiai.



Pavyzdys. Tikimybeé, kad Saulys pataikys yra 1/3. Kokia tikimybeé, kad
isSovus 10 karty visi Suviai bus sékmingi? Kokia tikimybé, kad bent vienas suvis
bus sékmingas? Laikome, kad skirtingy suviy rezultatai nepriklauso vienas nuo
kito.

Sprendimas. Ivyki A — "visi 10 suviy sékmingi" atitinka jvykiy sankirta
A = nl% A, kur A; Zymi ivyki, kad i-asis Stivis sékmingas. Kadangi §iiviy
rezultatai nepriklausomi, tai jvykiai Ai,..., Ajg sudaro nepriklausomy jvykiy
rinkinj. Todél

P(A) = P(N;2,A;) = P(A1)P(Ay) ... P(Ay0) = (1/3)™.

Ivykio B — "bent vienas suvis sekmingas" tikimybe patogu skaiciuoti tokiu budu.
Pradzioje randame jam priesingo jvykio B — "visi 10 suviy nesékmingi" tikimybe.
Tuomet mus dominanti tikimybé P(B) = 1 — P(B). Ivyki B atitinka jvykiy
sankirta B = N2, B;, kur B; Zymi jvyki, kad i-asis $tivis nesekmingas. Kadangi

suviy rezultatai nepriklausomi, tai jvykiai Bl,..., Bjg sudaro nepriklausomuy
ivykiy rinkinj. Todél

P(B) = P(N;2,B;) = P(B1)P(Bz) ... P(Bio) = (2/3)", P(B) = 1 — (2/3)"".



