6 Paskaita. Atsitiktiniai dydziai I1

6.1 Absoliuciai tolydieji atsitiktiniai dydziai

Apibrézimas. Jei atsitiktinio dydzio (arba atsitiktinio vektoriaus) pasiskirs-

tymo funkcija yra visur tolydi, tai tokj atsitikting dydi vadinsime tolydZiuoju.

Tolydiems atsitiktiniams dydZiams galioja diskreciyjy atsitiktiniy dydziy pasi-

skirstymo funkcijos analogas, tik sumos Zenklg reikia keisti integralu.
Apibrézimas. Atsitikting dyd; & vadinsime absoliuciai tolydziu, jei egzis-

tuoja neneigiama integruojama funkcija pe(s), kad

@) = [ pesjas

Funkcijg pe(s) vadinsime atsitiktinio dydZio § tankio funkcija. Atsitikting vek-
toriy € : Q — R™ wvadinsime absoliuciai tolydZiu, jei egzistuoja neneigiama

integruojama funkcija pe(si,. .., Sm), kad
Fg(xl,...,xm):/ Pe(S15-- -y Sm)ds1 ... dsp,.
81 <T1yeeeySmMm <Tom
Funkcija pe(s1, - . ., Sm) vadinsime atsitiktinio vektoriaus & tankio funkcija. Tei-

singas toks pasiskirstymo ir tankio funkcias siejantis sarysis:

Fi(x) = pe(x).

Taigi zinodami pasiskirstymo funkcija, tankio funkcija galime rasti diferenci-
juodami. Tolydaus atsitiktinio dydzio tankio funkcija p(x) suteikia galimybe
interpretuoti tikimybes, susijusias su atsitiktiniu dydziu X kaip atitinkamy sri-
¢iy plotus. Pavyzdziui, tikimybé P(a < X < b) lygi srities, kuri riboja tiesés
x =a,z =b,y =0 ir funkcijos p(z) grafikas plotui (zr. pav.1).

Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<X<b=Pla<X<b)=Fx(b)—Fx(a)

= /abpx(:v)dac.

Kai x — oo, tai Fx(x) — 1. Jei atsitiktinis dydis yra absoliu¢iai tolydus ir
u — 00, tai
u o0
Fx(u) = / px (z)dx — / px (z)dz.
—o0 —o0
Taigi funkcijos p(x) grafiku ir koordinaciy sistemos asimi y = 0 apribotos srities
plotas lygus vienetui, zr. brézinj.

/OO px(x)de = 1.
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1 pav.: Tikimybés kaip kreivinés trape-
cijos ploto skaiciavimas.

Tankio reikSmés parodo, kur atsitiktinio dydzio reiksmés linke dazniau, kur re-
¢iau "pasirodyti'. Atsitiktinio dydzio reikSmeés dazniau "pasirodo" arti to tasko,
kuriame tankio reiksmé yra didesne.

Pavyzdys. Atsitiktinis skritulio tagkas

Tarkime, skritulyje, kurio spindulio ilgis r = 5, atsitiktinai parenkamas tas-
kas. Tegu X yra pasirinktojo tasko atstumas iki centro. Atsitiktinis dydis X
igyja reikSmes i§ skaiciy intervalo [0,5]. Surasime jo pasiskirstymo funkcija.
Kadangi dydis jgyja tik teigiamas reiksmes, tai su @ < 0 gausime Fx(z) = 0.
Taip pat akivaizdu, kad su x > 5 teisinga lygybé Fx(x) = 1. Kai 0 < < 5,
gauname Fx (z) = mz?/75? = 22 /25. Taigi

0, kai x <0,
Fx(z) =<{ 2%/25, kai0 <z <5,
1, kai z > 5.

Atitinkama tankio funkcija yra

o, kai z ¢ [0, 5],
px(z) = { 22/25, kaix € [0,5].

Atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcijos Fx () grafikas pavaizduotas pav. 2.

O dabar tarkime, kad parinke skritulio taska ir iSmatave jo atstuma iki
centro, apvaliname atstuma iki sveikojo skaiciaus. Sitaip gausime atsitiktinj
dydj Y, kuris gali jgyti Sesias reiksmes 0,1, 2,3,4,5. Nesunku apskaiciuoti siy
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2 pav.: Pasiskirstymo funkcija Fx (z).

reikSmiy jgyjimo tikimybes:

0,52

PY=0)=P(X <0,5) = =2 = 0,01,
P(Y:l):P(O,5<X<1,5)2%20,08,
P(Y:2):P(1,5<X<2,5):W:O,16,
P(Y=3)=P(2,5<X<3,5)=%=O,24,
P(Y=4)=P(3,5<X<4,5)=w=O,32,
P(Y=5)=P(5<X<4,5)=%zo,lﬁ
Surasykime jas i lentele:
Y 0 1 2 3 4 5

P(Y =y) | 0,01 | 0,08 0,16 | 0,24 | 0,32 | 0,19

Tuomet pasiskirstymo funkcija:

0, kai x <0,
0,01, kai0<z <1,
0,09, kail<z <2,

Fy(x) =< 0,25, kai2<z<3,
0,49, kai3d<ax <4,
0,81, kaid <z <5,
1, kai x > 5.

Pav. 3 pavaizduotas pasiskirstymo funkcijos Fy (x) grafikas sudarytas is
"laipteliy".
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3 pav.: Pasiskirstymo funkcija Fy (x).

Svarbiausiy skirstiniy apzvalga
6.2 Diskretieji atsitiktiniai dydziai
Jau kalbéjome apie iSsigimusj atsitiktinj dydj, igyjantj tik viena reiksme. Prak-
tiskai dazniausiai naudojami yra Bernulio, Binominis, geometrinis, Puasono,
hipergeometrinis atsitiktiniai dydziai.

Pavyzdys. Bernulio atsitiktinis dydis

Bernulio schemos bandymuose galimos tik dvi baigtys: nesékmé ir sekmeé.
Jeigu nesékmeés atveji zymesime skaiciumi 0; o sekmeés — 1, gausime atsitiktinj
dydj X, igyjantj tik dvi reiksSmes:

PX=1)=p,P(X=0)=¢0<p<l,g=1—p.

Tokio dydzio pasiskirstymo funkcijos grafikas turi du trukius, kuriy dydziai
lygus reiksmiy tikimybéms p ir g.
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4 pav.: Bernulio a.d. pasiskirstymo
funkcija Fx (z).

Pavyzdys. Binominis atsitiktinis dydis
Nagrinékime atsitiktinj dydj X, kurio reiksmé lygi sékmiy skaic¢iui Bernulio
schemoje, kai sékmés tikimybeé viename bandyme lygi p, o bandymy skaicius —



n. Toks dydis gali jgyti reikdmes 0,1,2,...n. Zinome $io dydzio tikimybes:
P(X =m) = CJip™g™ ™.

Tokio dydzio pasiskirstymo funkcijos grafikas turi n+1 trukj. Binominj atsitikti-
nj dydj Zymésime X ~ B(n, p). Si dydi galima isreiksti dydziy, igyjanciy tik dvi
reikSmes, suma. IS tikryjy, su i-uoju Bernulio schemos bandymu (i = 1,2,...,n)
susiekime atsitiktinj dydj taip:

Y — 1, jei i-ajame bandyme sékmé,
“7 1 0, jeii-ajame bandyme nesékme.

Tada
X=X1+Xo0+...+X,,

t.y. binominis atsitiktinis dydis X ~ B(n,p) yra n vienodai pasiskirséiusiu (su
ta pacia sékmes tikimybe p) Bernulio atsitiktiniy dydziy suma.

Pavyzdys. Geometrinis atsitiktinis dydis

Nagrinékime Bernulio schema, kurioje bandymus kartojame tol, kol sulauksi-
me pirmos sékmeés Atsitiktinis dydis X yra bandymy skai¢ius iki pirmos sékmeés.
Dydzio reiksmiy aibe sudaro visi sveiki neneigiami skaiciai 1,2,.... Reiksmiy
tikimybés sudaro geometring progresija, todél dydis ir vadinamas geometriniu.
Sio dydzio tikimybeés:

PX=m)=q¢" 'pm=1,2,....0<p<1l,g=1—p.

Zymésime X ~ G(p).

Pavyzdys. Hipergeometrinis atsitiktinis dydis

Tegu urnoje yra u balty ir v juody rutuliy. Atsitiktinai su grazinimu trau-
kiame n rutuliy, X — balty rutuliy skaicius tarp istrauktyjuy. Nesunku suvokti,
kad X yra binominis dydis: X ~ B(n,u/(u+ v)). O jeigu istrauktyju rutuliy
nebegrazintume atgal? Didziausia galima tokio dydzio reikSmé yra max(u,n)
(negalime iStraukti daugiau balty rutuliy negu traukiame arba negu balty urnos
rutuliy skai¢ius). Maziausioji — max(n — v,0) (jeigu traukiame daugiau rutuliy
negu urnoje yra juody, tai n — v balty rutuliy tikrai iStrauksime. Dydis X —
diskretusis atsitiktinis dydis, jo reikSmiy tikimybeés

ooy

P(X =m)= o
u-+v

,max(n —v,0) < m < max(u,n).

Zymésime X ~ H(u,v,n).

Pavyzdys. Puasono atsitiktinis dydis

Ir dar karta sugrizkime prie Bernulio schemos. Kai sékmés tikimybé viename
bandyme yra maza, o bandymuy skaicius didelis, tai sékmiy skaiciaus tikimybe
galime skai¢iuoti pagal apytiksle formule (Zr. Puasono teorema zemiau).

Teorema. Puasono teorema. Tegu atliekama n Bernulio schemos su sékmés
tikimybémis p, bandymy. Tegu &, — sékmiy skaicius Sioje bandymy serijoje.



Jeigu egzistuoja teigiamas skaicius A, kad np, — X\, kain — oo, tai su kiekvienu
m=20,1,2..., egzistuoja riba

Pn: — (M ym n—m _7)\' 1
(&n =m) = Cy'plan ™™ = e (1)

¢ia qp =1 — py.
Irodymas. Pazymékime np,, = A, ir pasinaudokime formule

C:{L:n(n—l)...(n—m—i—l):

m/!

P(gn:m):n(n—l)...(n—m+1) (ﬁ)m<1_ﬁ)"’”

n n

GO 6m 0T

Kai n — 0o, A, = A, atitinkamai A\ — A", iS riby teorijos gauname

(1 — )\—n) — ef)‘,
n

o visi kiti daugikliai artéja prie vieneto. [rodymas baigtas.

Tai reiskia kad binominis dydis "supanaséja" su kitos Seimos dydziu. Jeigu
atsitiktinis dydis X jgyja sveikas neneigiamas reikSmes su tikimybeémis

m

P(X:m):%e*A,A>o,m:o,1,2,...,

tai ji vadinsime Puasono dydziu ir zymeésime X ~ P ().

6.3 Ribinés teoremos Bernulio schemoje 1

Tiksli Bernulio schemos sékmiy skaiciaus tikimybés formulé kartais néra labai
patogi skaiciavimams. Panagrinékime pavyzdj.

Pavyzdys. Mazi laseliai, stambus tinklas

Isivaizduokime srauta iS n = 1000 laseliy, krintantj j tinkla, sudaryta is
1m x 1m dydzio kvadraty. Laselis — rutuliuko su spinduliu » = 0,1 c¢cm formos.
Jeigu laselis kliudo kvadrato krastine, jis subyra. Kokia tikimybé, kad subyrés
lygiai m = 5 laseliai i§ 10007 Vienas laselis — vienas Bernulio schemos bandymas.
Galima jsivaizduoti §j bandyma taip: laselis krinta j vieno kvadrato plokstuma
taip, kad laselio centras pataiko j kvadrato vidy arba ant krastinés.

Laselis nesubyreés, jeigu jo centras pataikys j kvadrato taska, kurio atstumas
nuo bet kurios kvadrato krastinés didesnis uz r. Taigi laselis nesubyres, jeigu
jo centras pataikys j brézinyje pilkai nudazyta sritj. Pazyméje p tikimybe, kad
vienas laselis nesubyrés, o ¢ kad subyrés, gausime:

(100 — 2r)?

4=z =0 9982 = 0,996004, p=1— g = 0,003996.



5 pav.: Laselis, kurio centras bus pilka-
me kvadrate, nesubyrés.

Taigi pritaike binominés tikimybés formule gautume
P(S1000 = 5) = Cno - 0,003996° - 0, 9960047

Zinoma, pasinaudoje kompiuteriu apskai¢iuosime ir tokio reiskinio reik§me. Ta-
¢iau, tai néra patogu. Pasinaudokime (1) formule apytiksliam Sios tikimybeés
skaic¢iavimui:

)\5
A=np=23,996, P(Si000=5)~ ye_)‘ ~ 0,15614.

Kokia gi yra paklaida? Jrodyta, kad paklaida nevirsija np?. Taigi galime buti
tikri, kad paklaida néra didesné uz np? ~ 0, 02. I tikryjy, kompiuteriu apskai-
Ciave sig tikimybe pagal Bernulio formule gautume

P(SIOOO = 5) ~ 0, 15645.

Taigi paklaida yra tik 0,0003.



